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1.1

1.2

1. Infroduction

Motivation

Le modele linéaire mixte a é&té mis en oeuvre des les années 1950, essentiellement dans le domaine
de la génétique animale (réf. Henderson!"2])_ 11 n’a toutefois connu une utilisation plus générale
qu’au cours des années 1990, en relation avec le développement de nouvelles procédures de calcul
dans le cadre des logiciels statistiques. L’utilisation du modele linéaire mixte souléve, par rapport
aux modeles classiques d’analyse de la variance, un certain nombre de difficultés particulieres, tant
en ce qui concerne I’estimation des différents parametres que la réalisation des tests d’hypotheses.
Des informations peuvent étre trouvées a ce sujet dans les articles de Littell [2002], McLean et al.
[1991], et Piepho et al. [2003], et dans les livres de Demidenko [2004], McCulloch et Searle [2001],

Modeéle linéaire mixte gaussien a K facteurs aléatoires

On appelle modele mixte un modele statistique dans lequel on considere a la fois des facteurs a effets
fixes (qui vont intervenir au niveau de la moyenne du modele) et des facteurs a effets aléatoires (qui
vont intervenir au niveau de la variance du modele). Un modele est dit mixte lorsqu’il y a au moins
un facteur de chaque nature. Dans le cadre de ce rapport, nous ne considérons que des modeles
linéaires gaussiens mixtes unidimensionnel a K facteurs aléatoires indépendants plus une résiduelle,
mais la notion de modele mixte se rencontre également dans d’autres contextes, notamment dans le
modele linéaire généralisé.

Un modele linéaire 2 effets mixtes est un modele (réf. Laird et Ware!3)) qui satisfait:

Y=XB+YK Ziyi+e¢ (1.1)
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avec (Yi)k=1...k le kieme vecteur aléatoire et € le vecteur des résidus.

)3
o Y= : OU Yty Yig, < 4 (0,07) et indépendantes les unes des autres.

Veq qr,1

Le vecteur aléatoire 7, est gaussien puisque pour tout ¢ = (ci, ...,¢q, )" € R% la variable
):?i 1 CiYi = 'Y est une variable réelle gaussienne. ¥, est donc normalement distribué,

Y <= A (0,X;) de matrice de covariance X; = sz I,

€
o £=| : ol g&,...,& — A (0,62) etindépendantes les unes des autres.
€n n,1
S 5
B
e X=|1 x1 .. x B = )
|

| | n ,
p+1 B
P 1 p+1,1

X € My p+1(R) est la matrice formée d’une colonne 1, et de variables explicatives fixées x;.

B est le vecteur de R”*! qui réunit la constante de régression « et les coefficients 3 ; des variables a
effets fixes.

Tandis que les matrices Z; dans .4, 4, (R) et les vecteurs Y, de R% jouent un réle pour les com-
posantes aléatoires du modele.

Proposition 1.2.1 — Distribution du vecteur a expliquer. Y est normalement distribué de moyenne
U = X et de matrice de covariance V = ):,’f:1 ZkazZ,’c + 621, supposée symétrique, définie positive.

Demonstration.

Le vecteur Y = (yi,...,yn)" est un vecteur gaussien de R" puisque pour tout ¢ = (cy,...,c,) € R"
la variable Y jciyi=c'Y = (XB+YX_ Zin+€) = XB+ YK | Zyy + € est une variable
réelle gaussienne, car c'X est un réel et ¢ Zszl ZiY + '€ est une somme de variables réelles
gaussiennes.

Y est de moyenne | et de matrice de covariance V tel que:

u=E[Y]=E[XB]+YXX E[Zix] +E[e] =XB (car X est déterministe)



1.2 Modéle linéaire mixte gaussien a K facteurs aléatoires

V =Var(Y)

K
Var(XB)+ Y Var(Zy) + Var(e)
k=1

Zi Var(y) Z;, + 21,

1
D=

T
I

7otz + o?l, |

I
1=

T
[N



2.1

2. Méthode ML

L’idée fondamentale de I’estimation par maximum de vraisemblance dit ML ("Maximum Likeli-
hood") est, comme le nom I’implique, de trouver un ensemble d’estimations de parametres,

appelé 0, telles que la vraisemblance d’avoir obtenu I’échantillon que nous utilisons soit maximisée.
Nous signifions par 1a que la densité de probabilité jointe pour le modele que 1’on estime est éval-
uée aux valeurs observées de la (des) variable(s) dépendante(s) et traitée comme une fonction de
parametres du modele. Le vecteur 6 des estimations ML donne alors le maximum de cette fonction.
Ce principe d’estimation est trés largement applicable: si nous pouvons écrire la densité jointe de
I’échantillon, nous pouvons en principe utiliser le maximum de vraisemblance, soumis bien siir &
certaines conditions de régularité.

Construction et étude de la qualité des estimateurs

On rappelle que le cadre général d’étude est:

K
Y=XB+Y Zin+e
k=1

On saitque Y < A4 (XB,V) de matrice de covariance V =YX | 7,627, + 0?1,

Si Z est de plein rang alors V est inversible, de ce fait Y admet une densité par rapport a la
mesure de Lebesgue 4, 1a fonction fy : R" — R’ est définie par:

VYER, fy(Y) = meﬂ’ (—3(¥ =XxB)'V='(r-XB))
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On note y = (62, ...,02,02).

La vraisemblance L est considéré ici comme une fonction dépendante du parametre 6 = (', 7).

n 1
L(Y.0) = /oY) = (2m) Hder(V) Hexp (3 (v ~XB) V™! (v~ X))
Le logarithme de la vraisemblance L, dite logvraisemblance est donné par:

In(L(Y,8)) = In(fy(Y))

=In <(2x)’5dez(V)% exp (— y-xp)yv! (Y—Xﬁ)> )

| =

= In((27)"% )+ In(det(V)"2) — %(Y —XB)Y V' (¥ —XB)

In(L(Y,0)) = —2In(2m) — 3in(det(V) ) — (Y —XB)' V-1 (Y —XB) .1

2.1.1 Estimation du coefficient 3

On s’intéresse au terme de (2.1) ne faisant intervenir que le coefficient 3, et on développe I’expression
ainsi retenue

_% (YV'Yy — v VXB — (XB)V 'Y + (XB)V XB ]

En retenant toujours que les termes faisant intervenir 3 et en remarquant que
Y’V XB = (XB) V~! Y on obtient ’expression suivante:

1

= [—2y’ V' XB+(XB)V ' XB] (2.2)
Puisque I’on souhaite calculer %ﬁ;,e)), alors on dérive (2.2) suivant

Sin(L(Y,0)) &[—5[2Y'V'XB + (XB)V ' XB] ]
6p 5p
S[yv'xB] 16[(xB)V'XB]
T 2 3B

=y v!ix —xv'xp
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Etenremarquantque Y’V !X =X'V~-!'Y, ona:

Sin \ — —
l(gg,@)) —xXvliy - xv IXﬁ 2.3)

Oin(L(Y,0)) =0 X V'y —xvIixB=0

5p
sXxVvixg=xvly
sp=xv'x)"" xv'y
B = [§ est un maximum local si la condition suffisante: % < 0 est vérifiée.
621,,(6LB(§/79)) - _xv-lx 2.4)

On note ¢ la matrice X’ V~! X dans .#,+1(R).

p=X"V'x

AL ]
=X <dz(zz) +a21">X
1 > N\ —1 1 )
=X (2Z) "X+ XX

=01+ ¢

Comme ZZ' est symétrique dans .#,(R) et est définie positive, alors d’apres le théoréme spectral
il existe une matrice U orthogonale et une matrice D diagonale dont tous les coefficients sont réels,
telles que ZZ' = UDU~' = UDU'’. On peut donc écrire ¢; comme:

1, e
=5 X (UDU DED'¢

| R

=X (u-'p7'u)x
1 2 2 -

=X (UD 'v)x

o1

=7 (Uxyp~'ux

1 L 1
= (wxyp~t) (p~iux)
1
= E(D*%UX)’ (D"1UX)
1 _1 .
=5 ([|D72UX ||2)* >0 ( 2-norme matricielle := VA € 4, 511, ||All2 = Sup|j,—1 [[Ax]l2)
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Ce qui prouve que ¢; est définie positive dans .#),;1(R).

X est inversible car elle est de rang p + 1.
La condition sur I’inversibilité de X telle que ¢ = é X’ X est une condition nécessaire et suffisante
pour que ¢, soit définie positive dans .#, 1 (R).

Comme ¢ est la somme de deux matrices ¢; et ¢ définies positives dans ., (R), alors ¢ est

2
définie positive. Nous en concluons que % = —¢ est définie négative dans .#,, 1 (R).
2
La condition % < 0 esta présent vérifiée, I’estimateur du maximum de vraisemblance
est:
‘ﬁ = (X’V*IX)_1 xXv-ly (2.5)

2.1.2 Etude de la qualité de I'estimateur j

K
Hypotheéses: H1. Linéaire en les parametres : ¥ = X3 + Z ZyY+ €
k=1

H2. Moyenne conditionnelle nulle : E[y; | X]=0et E[e|X]=0 Vk=1,...K
H3. Homoscédasticité : Var (% |X) =X et Var(e|X) =02, Vk=1,...K
H4. Absence de corrélation : E [yki Yij |X] =0 Vi,j=1,..,neti#j, Vk=1,..

R) Lhypothese H3 assure que les variables aléatoires sont identiquement distribuées,
et H4 assure leurs indépendances.

Definition 2.1.1 Un estimateur 6, est optimal dans une classe d’estimateurs 8 si toute estimation
d’une combinaison linéaire du parametre est estimée plus précisément par 6y que par tout autre
estimateur de la classe:

Var(A' 6y) < Var(A' ) VYA

Theorem 2.1.1 — Théoréme de Gauss-Markov. Sous les hypotheses H1, H2, H3, H4,
I’estimateur ﬁ contruit par ML 2 partir du modele ¥ = X 4+ YK | Ziyi + € est optimale dans la
classe des estimateurs linéaires sans biais, et il est communément appelé BLUE ("Best Unbiased
Linear Estimator").
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Démonstration.

L’idée de la preuve consiste a prouver que f3 est i. linéaire, ii. sans biais et de iii. variance
minimale par rapport aux autres estimateurs.

i. La linéarité de [§ est mise en évidence par une simple réécriture, on rappelle que
B=vix)" xvly

On pose
w=(xv'x) xv!

La nouvelle écriture de ﬁ est:

B=wy

=W (Xﬁ + iZk?’k-i-e)

k=1

K
=WXB+W Y Ziy+We
k=1
—1 K
=X Vv'X) XVIXB+W Y Zin+We
k=1

K
=B+W Y Zin+We
k=1

ii. Le caractére non biaisé de B est explicité par Biais(f) = E[ﬁ |-B=0

E[B|X]|=E[B+W Y Ziye+we|X]
=1

K
=B+E[W ) Zin|X]+E[We|X]
k=1

K
=B+W Y ZE[n|X]+WE[e|X]
k=1

Sous I'hypothése H2 : E[ 1| X] =0 et E[e|X] =0, ce qui implique que E[§ | X] =
Comme E[B] =E[E[B|X]] =B, alors Biais(B) =0

iii. (Reste a prouver.)
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2.1.3 Estimation des coefficients aléatoires v,
On s’intéresse aux termes de (2.1) ne faisait intervenir que 7 c’est a dire:
1 1 ry,—1
—Eln(a’et(V))—E(Y—XB) V(Y -XPB) (2.6)

On dérive les termes de (2.6) suivant 7.

SIn(L(Y,0)) _  18[in(det(V))] 18[(Y—XxB) V' (¥ -XB)] 27
7 2 OV 2 7 '

Quelques généralités sur les différentielles de matrice

Theorem 2.1.2 Soit S une partie ouverte de R"*4. Si la fonction matricielle F : § — T est k fois
différentiable dans S, alors la fonction log(det(F)) : S — R est donnée par (log(det(F)))(X) =
log(det(F (X)) ). De plus,

dlog(det(F)) =tr(F~'dF)

Theorem 2.1.3 Soit T = (Y : Y € R™"™ det(Y) # 0). Soit S une partie ouverte de R™?. Si la
fonction matricielle F : S — T est k fois différentiable dans S, alors la fonction F~1: § — T est
donnée par (F~1)(X) = (F(X)) !, et

dF '= —F'dFYHF!

D’apres les résultats fondamentaux des théoremes 2.1.2 et 2.1.3

L Bda)) (130 28
5}/]( 6}’1(
Sv—! 6V
Y, 2.9
¢ SN 0% =

En remplacant les résultats (2.8) et (2.9) dans I’expression (2.7)

BnL0) — —Lur (V1) + 4y —XBY VI BV (¥ - XP) 2.10)
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OIn(L(Y,0))
N

8V

=0& —tr (V— 5V> +(Y=XB) V"™ WV_] (Y —XB) =0 @.11)
k

0%

On évalue ’équation (2.11) en B=f et V=V

tr <V—‘§;> = (Y—Xﬁ)’v—‘g;;“l (Y —XB) (2.12)

On s’intéresse a V= (Y — X 3) qui en remplacant 3 par sa valeur calculée en (2.5) s’écrit comme
VY -Xx (x° V_IX)_1 X’V~1Y). On remarque que Q = X (X’V_IX)_IX’V_ est le projecteur

des moindres carrés généralisés. Ce qui nous permet d’écrire que V- (Y —XB) =V (I—Q)7,
ouencore V! (Y —XB) = PY avec P =V~ (I1-Q).

La nouvelle écriture de (2.12) est:
N1 LSV .
tr <V1> —YP_—Py (2.13)

On s’intéresse au terme de gauche de (2.13) qui dii a la linéarité de V' s’explicite comme:

SV K41 5VA 8V
- > . (V | - )
( 0% k; 5% oy y

Et donc
K+1 o
) tr(V 15V V 16V> = yp Y py
= on oy 0%

Soit encore sous forme matricielle (réf. Foulley!#l)

Fy=3 (2.14)

ol F est une matrice (K + 1)x(K + 1) symétrique et g un vecteur (K + 1) définis par:
1) o) 1)
F=[ful=r(vI8v130)] et g=[ad=[rPErpy|.
F' et g correspondent a F et g évalués en v = 7.

Le systeme en (2.14) est non linéaire qui, en général, n’a pas de solution analytique. On le résout
numériquement par un algorithme itératif ayant la forme d’un systeme linéaire en 7:

F(ym)ynth) = g(yim) (2.15)
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2
On souhaite a présent calculer W, pour cela on va d’abord dériver le premier terme de

(2.10) suivant ;.

BE (v ] o (5\/1 5v> L (V—‘ 52V )

= ——tr — | = =tr
2 oY 2 0y 0% 2 0760
1 0V 6V> 1 ( N R % )
=—-tr({V  —V ' — | —<tr|V 2.16
2 ( on N 2 8%0% (2.16)
Ensuite, on dérive le second terme de (2.10) suivant ;.
8 [(Y—XB)’V*I‘S—VV*I(Y—X[&)} L
=—(Y— —V Y—X
(v XY %5 gV (Y —XB)

2 oy

2
Loy —xgyv1 2 [V y_
+3 (Y =XB)'V SW[Ska ](Y XB)

) VI'eVy—-1 _y-1( _8Vy—-18V -1
On remarque d’abord que 57 57/1<V =V ( 571V SVk)V

S

5V sV sv!
La seconde remarque porte sur —— v! ( vy — )
81 [ 6%

_l’_
Y% 0%

0V 6% on Oy

14

Sndy  Sn oy

Ce qui permet de réécrire

18] —XB)V Yy —XB) ]

2 oy

Yy-xp)v-! (—2 + o
¥=xF) 5" oy " sudn

N =

Finalement on obtient W en utilisant les résultats en (2.16) et (2.17).

1( 8%v vl 1% V*l‘LVV*l

ol < 5%y SV V16V> vl

)

2
Vya oV &V >V—1(Y—Xﬁ)

2.17)

82In(L(Y,0)) 1 , 1( 8v._ 8V 8%V ) .
T (xR V2=V ¢ vy —x
spon. 2 XP) sn’ on oyen )V W EP)

1 8V, 8V 1 _, 8%V
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2.2 Tests d’hypothéses et critére de selection

Dans cette section on supposera toujours que ® C R?, @ ouvertetd > 1.
Et on consideére Y une variable aléatoire vectorielle de dimension d a valeurs y dans .

2.2.1 Information de Fisher et loi asymptotique de B

Hypotheses: H1. {y < x: f(y,0) > 0} ne dépend pas de 6 € ®
H2. Lafonction 8 — f(y,0) est C*(®)

H3. VACy
o of(y,0) :
0)d :/ dy i=1,...d
69i/yeAf(y ) dy o og W
82 8 f(y,0)
2 — [ 2SN i
50,56, .., 00D /yeA R

Definition 2.2.1 — Score et information de Fisher. On appelle score la fonction S(y,0) =
(S1(3,0),...,54(y,8)) a valeurs dans R ot

5i00.0) = 220

On appelle I’information de Fisher la matrice symétrique /(0) de dimension d x d donnée par:
1(6) =Eo [S(v,0)S(y,0)’]

etdonc pourtout 1 <i,j<d

1(8)i = Eq[Si(1,0)S; (3, 0)] = Eg {5’"<§g’9>> . 6ln<§g,e> q

Theorem 2.2.1 Si H1, H2, H3 sont vérifiées, alors

S2in , 6Si(y,0
Eo[S(,6)] =0 et 1(0);; = —Ep [ 24BN | — g, [2500)]




2.2 Tests d’hypothéses et critére de selection 17

Les composantes de la matrice d’information de Fisher I de parametre 8 = (f’,7) associées a
notre modele sont:

[ 8%In(Y,0) ] o L
I(Q)IIZ_EQ -Tﬁz- :]EQ[XV 1X]:)(V lX
1(0)12=1(0)21 =0
[8%In(Y,0)] Fy ( L8V 5v>
[(0)p =—F¢ | —2— | = = ou Fy=—tr(V ' —V ' —
( )22 6 5%5%{ ) kl r 5’Yk 5%

D’ou

xXv1ix o
-7 8]
2

Theorem 2.2.2 — Information de Fisher et loi asymptotique d’un estimateur par ML. -
Soit P={Py : 8 € ®} un modele paramétrique vérifiant les hypotheses H1, H2, H3 tel que
0 < 1(6) < +eo. On suppose que I’estimateur par ML 6, existe et est unique. Soit 6 la vraie
valeur du parametre 6 inconnu. S’il existe 6 > 0 et k(y) > 0 tels que:

2 -
i. ‘W ( <k(y) VOec[8—5,0+0
ii. Eg [k(Y)] <o
Alors

Vn(6, —69) — A (0,1(6)) ")

R) D’apres le théoreme 2.2.2 a condition que les points i. et ii. soient vérifiés, la loi asymptotique
de [ est donnée par:

ViB—B) = #0107 & VaB—p) = 40, (x VX))
& BoN (Bl VX))

n
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Test de Wald

Le test de Wald cherche a déterminer s’il y a une différence significative entre 1’estimateur de 3
lorsque nous estimons le modele restreint et le modele non restreint.

(HO) : KB =m
H1) : KB #m

ol k est une matrice (p+1)xr avec r < p+1, dont les r colonnes sont linéairements
indépendantes et m est un vecteur rx 1 de constantes.

Soit I'hypothese (HO) : K'B = m vraie.
On considere [3 I’estimateur par ML du coefficient 3, d’aprés la remarque faite prédemment [3 est
asymptotiquement normalement distribué. Dans ce cas on peut déduire la loi asymptotique de K’ B
comme suit:

V(KB —m) = V(0KI0) k) < VaKB—m)— ¥ (0K(X V' X) k)
Svn(K(xv!ix) 'k )%(k’B m) — A (0,1,)

On note

J=Var(Kp) =KX’V 'X) 'k

La statistiques de test de Wald est:

A

=n(K'B—m)J" (KB —m)

La satistiques de Wald w), suit une asymptotique une loi de > a r degres de liberté (voir idée de
la preuve en 2.2.3).

On rappelle que le risque de premiere espece ¢ est la probabilité de rejeter (HO) alors qu’elle est
vraie.

Si I’hypothese (H1) : &’ ﬁ < m est vraie,
alors on rejette (HO) si w, < qe ou qg est le quantile d’ordre § de X2

Sil’hypothése (H1) : k' > m est vraie,
alors on rejette (HO) si w,, > q1-¢ ou q)-¢ est le quantile d’ordre 1 — 5 de x>
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Test du ratio Log-Vraisemblance

Le test du ratio Log-Vraisemblance est un test pour comparer deux modeles imbriqués.
Souvent noté "Likelihood Ratio", il correspond au log du ratio de vraisemblance entre le modele
complet et le modele contraint.

Soit ® CR?, ® ouvert et d > 1.
Pour 6 € ® on considere L le maximum de la Vraisemblance tel que L = sup{ L(Y,0) }.

(HO0) : 6 € ®
(Hl):9¢®o ou ® C0O

On suppose que I’hypothese (HO) : 6 € O est vraie.

Sous (HO) : 8 = 6 et le maximum de la Vraisemblance s’écrit:

Lo = sup{L(Y,6p) }

La statistique de test du ratio Log-Vraisemblance est:

A= zln<LL0) — 2In(L) — 2In(Lo)

A suit asymptotiquement une loi de x2 a dy degrés de liberté, ot dy = dim(®y).
Idée de la preuve.l>!

Soit f la fonction de R, — R définie par f : x — In(sup(x))
et la fonction de vraisemblance L de R dans R définie par L: 0 — L(Y,0).
Soit de plus la fonction composée h de R’ — R tel que h =fo L.

D’apres le théoreme de Taylor-Young,
le développement limité de la fonction composée h en 0 = 0 vaut:

h(8) ~ h(B) + (6 —0)1(8) + % (6—6)h(6)(6—6)

A

Puisqu’au point 6 = 0 le maximum est atteint, alors h’(é) =1In(L(Y,8)) =0
et h”(0) =In(L(Y,0))”, ce qui donne:

A

h(0) — h(B) ~ = (6 —6) In(L(Y,0))” (6 —0)

N[ —

Sous (HO) : 0 = 6y, et on a h(6y) — h(8) ~ 1 (6o —0) In(L(Y,0))” (60— 6)
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Comme A =2 (h(B) — h(6y)) alors:

A~ —(0—6y) In(L(Y,0))(6—6) (2.16)

On réécrit (2.16) afin de mettre en évidence la loi asymptotique de 0

n 1(90)_1
1(90)71 n
\/ﬁ_ llw(’)fl ln(L(Y,é))”% )
(I1(6p)~1)2 7 (1(60)71)>

A~ —(6-6) In(L(Y,0))” (6 — 6)

S A~ —(9—90)’

D’apres le théoreme 2.2.2 a condition que les point i. et ii. soient vérifiés, la loi asymptotique de
0 est donnée par:
A o (6 —60)
V(0 —6) — A(0,1(60)") & \/ﬁm — A(0,14)
o

[N

Onnote Z=— (6 —6y)’ 1(9(’)’)_] (6 —6p)

A fortiori Z suit une loi du x* a do degreés de liberté.

Soit maintenant 6 qui est entre 6 et 0, on a donc sous (HO):

1
. In(L(Y,0%))” — —Eg,[In(L(Y,6))”] = I(6o) (convergence en probabilité)

On note U =1(60) " L in(L(Y, 6))”, et on remarque que U converge en probabilité vers 1.
On résume qu’a présent on a: A ~ZU avec Z — x*(dy) et U — 1.

D’apres le théoreme de Slutsky A ~ZU — x*(do). |

Régle de décision.

Si I’hypothése (H1) : 0 ¢ © est vraie, et en particulier si 6y < 60}
alors on rejette (HO) si A < qe ou qge est le quantile d’ordre & de )(30.

Si I’hypothése (H1) : 6 ¢ @ est vraie, et en particulier si 6y > 6;
alors on rejette (HO) si A > q1-2 ou q1-g est le quantile d’ordre 1 — § de )(50.
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2.2.4 Test sur les moyennes

Dans cette partie nous considérons deux modeles linéaires gaussiens mixtes de tel sorte que les
données fixées ou aléatoires soient groupées. Et toujours a condition que les hypotheses classiques
sur les modeles linéaires mixtes soient respectées, on peut écrire que:

K
Vi = xlijﬁlj + Z Zlkijylki + &
k=1

ou ¥, = A(0,d}) et &, — A (0,07).

- Pour [ = 1, la distribution de Y; suit une loi Normale de moyenne y; et de variance V.

- Pour [ = 2, 1a distribution de ¥, suit une loi Normale de moyenne (i, et de variance V.

Soit le test de comparaison entre les moyennes des distributions

(HO) : uy =
HD) =y # o

e Décomposition de la variance (ANOVA)

On note SST ("Sum of Squares Total") la variance totale, SSB ("Sum of Squares Between") la
variance intra-groupes, et SSW ("Sum of Squares Within") la variance inter-groupes, tel que:

SS8T; = SSB; + SSW,

DI pr M
ou SSB; = ani (y'll.—)Tl)z et SSW, = Z Z (yll.j—y'll.)2
i=1 i=1 j=1

Soient les variances corrigées des distributions

. ~_\2
_ SSW; _ 57:11 Z;li] (ylij_yli)
Com =1 n—1
P2 ny;

_\2
SSWh Yoy Lt (¥25 —2)
" -1 ny—1
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La statistique de test de Fisher est:

t, = *)F(nlfl,nzfl)

Si I’hypothese (H1) : 1) < Uy est vraie,
alors on rejette (HO) si 7, <fg ol 7a estle quantile d’ordre SdeF(n—1nm—1).

Sil’hypothese (H1) :  u; > uo est vraie,
alors on rejette (HO) si 7, >¢q; ¢ ou #; g estle quantile d’ordre 1 — $deF(n—1nm—1).

Critére d’information AIC

Le critere d’information d’ Akaike s’écrit comme suit:

AIC = 2k — 2In(L)

ou k est le nombre de parametres a estimer du modele et L est le maximum de la fonction de
vraisemblance du modele.

Si I’on considere un ensemble de modeles candidats, le modele choisi est celui qui aura la plus
faible valeur d’ AIC. Ce criteére repose donc sur un compromis entre la qualité de I’ajustement et la
complexité du modele, en pénalisant les modeles ayant un grand nombre de parametres, ce qui limite
les effets de sur-ajustement (augmenter le nombre de parametre améliore nécessairement la qualité
de I’ajustement).

L’ AIC est basé sur la théorie de I’information: il propose une estimation de la perte d’information
lorsqu’on utilise le modele considéré pour représenter le processus qui génere les données. L’ AIC
ne fournit pas un test de modele dans le sens d’une hypothéese nulle, ¢’est-a-dire que ce test ne dit
rien de la qualité absolue du modele. Il ne rendrait ainsi pas compte du fait que tous les modeles
candidats ne produisent pas de bons ajustements.

Critére d’information BIC

A la différence du critére d’information d’ Akaike, la pénalité dépend de la taille de 1’échantillon et
pas seulement du nombre de parameétres.

Le critere d’information bayésien est:

BIC = —2In(L) + kin(n)

ou L est le maximum de la fonction de vraisemblance du modele, n est le nombre d’observations
dans I’échantillon et k le nombre de parametres du modele.
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4.1

4.1.1

4. Application

Introduction du modéle linéaire mixte pour I'’étude de la dépendance ali-
mentaire des oisillons

Présentation des données

L’exemple que nous introduisons est issu de la section 5.10 du livre "Mixed Effects Models and
Extensions in Ecology with R" (réf. Alain F.Zuur, Elena N.Ieno, Neil J.Walker, Anatoly A.Saveliev,
Graham M.Smith®l) .

Roulin et Bersier (2007) ont étudiés le comportement de dépendance alimentaire des oisillons.

Les mesures ont été prises entre 21h30 et 05h30 dans 27 nids. Le nombre d’oisillons par nids varie
entre 2 et 7. Le comportement de dépendance alimentaire a été évalué en calculant le nombre d’appel
SiblingNegotiation que 1’ oisillon faisait sur une période de 30s avant I’arrivé d’un de ces parents

divisé par le nombre d’oisillons BroodSize présent a ce moment dans le nid. On souhaite expliquer
SiblingNegotiation
BroodSize

nids i. Pour cela différentes variables explicatives ont été retenues telles que le sexe du parent, le
traitement alimentaire, le temps d’arriver du parent. Nous apportons une précision sur les deux
derniéres variables, le traitement alimentaire Foodtreatment comprend deux modalités Deprived et
Satiated qui nous renseignent sur I’état nutritionel des oisillons dans le nid. Le temps d’arriver du
parent ArrivalTime reflete I’heure a laquelle le parent arrive avec une proie dans le nids.

ce phénomene que I’on notera NegPerChick;; = ( ) _pour j observations faites au
ij

Description des données

Puisque la distribution de la variable a expliquer NegPerChick;; est assymétrique (de nombreuses
faibles valeurs et quelques grandes valeurs) alors il est utile d’effectuer une transformation des
données pour donner moins de poids aux variations des grandes valeurs. Soit donc la nouvelle
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variable a expliquer LogNeg;; = log(NegPerChick;;+ 1) pour la j-ieme observation au nid i.

Figure 1- Répartition de LogNeg en fonctions du temps d’arrivé du parent repartit par traitement
alimentaire et par nids
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Figure 2- Répartition de LogNeg en fonction du traitement alimentaire (Deprivated | Satiated) puis
en fonction du sexe des parents (Female | Male)
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Figure 3- Répartition de LogNeg en fonction du traitement alimentaire (Satiated en mangenta et

Deprived en bleu) et par nids
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Temps darmivé du parent

4.1.3 Modéle linéaire mixte gaussien a 1 facteur aléatoire

Les raisons qui font que nous allons utiliser un modele linéaire avec effet mixte sont les suivantes,
d’abord nous sommes en présence de plusieurs observations pour les mémes nids, alors ces observa-
tions devraient étre corrélées. Si on fait par exemple le choix de considérer les 27 nids comme effets
fixes, cela risque d’étre coliteux en matiere de degrés de liberté. De plus, on souhaite expliquer de
maniere générale un phénomene qui se produit dans un nid et non pas uniquement que pour les 27
nids d’étude. L effet aléatoire sera donc le tirage du nid. Nous proprosons pour résoudre ce probleme
le modele suivant:

LogNeg;j = ot + By x SexParent;; + B, x Foodtreatment;; + B3 X ArrivalTime;

+ B4 x Foodtreatment;j x SexParent;j + Bs X ArrivalTime; j X SexParent;; + a; + &;;

Pout tout couple (i, j) dans [1,..., p]x[1,...,n],

LogNeg;j est le log en base 10 de (NegPerChick;j+ 1) pour la j-ieme observation au nid i.

SexParent et FoodTreatment sont des variables nominatives comprenant deux modalités,

et ArrivalTime est une variable continue.

(4.0)
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On a noté a; (ou Nest;) la variable aléatoire représentant le tirage du nid i.
Les variables aléatoires a; — 4~ (O,dz) et sont mutuellement indépendantes.
Les résidus &; < .#(0,0?) et sont mutuellement indépendants.
On peut écrire (4.0) sous forme matricielle
LogNeg11 SPi1 Ftq ATiq AT.SPyq Ft.SPy; aq €11
1n,
LogNeglnl SP]m Fl‘]n1 AT]n1 AT.SP],” Ft.SPlnl aq E1my
: : : : : : @
LogNegi SP; Ftjy AT AT.SP; Ft.SP; gl a; &1
Ly | | | | |t -
LogNeg;y,, SPy, Fty,, AT,  AT.SP,  Ft.SPy, B a; Ein;
4 _Sini
: : : : : : Bs :
LogNegpl SPpl Ftpl ATpl AT.SPpl FZ.SPpl ap 8p1
L, || | | |
LogNegn, SPpn, Ftpn, ATpn, AT.SPy,, F1.SPy, a, Epm,
4.1)
On peut reécrire (3.1) comme
LN 1, SPY  F) AT Frsp) AT .SPO o A0 EW
: T : : b : :
IND = 1, sPY FO ATO  Fr.SPO  AT.SPO | . gz +1 AD |+ EO
: 3
: : : : : : : Ba : :
ILN®) Iy, sp®)  Fi(0) AT Fr.sp(P)  AT.SP(P) Bs AP E®
4.2)
ou encore
\LN:X[%+A+E\ 4.3)

On pose N =Y, ni,

. / . . ;
Le vecteur aléatoire A = (A() | ... |A(P))" € RN est formé de vecteurs aléatoires A) — 47(0,d”I,)
qui sont mutuellement indépendants. Ce qui revient a dire que A est distribué normalement de
moyenne 0 et de matrice de covariance D = d? Iy.

. . ! . L

Le vecteur aléatoire des résidus E = (E M. |E (P)) € RY est formé de vecteurs aléatoires

EW s ¥ (0,062 1,,) qui sont mutuellement indépendants. Ce qui revient a dire que E est distribué
normalement de moyenne 0 et de matrice de covariance X = 62 Iy.
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Comme le modele (1.5) n’est rien d’autre qu’un modele linéaire mixte gaussien unidimensionnel
a un facteur aléatoire plus une résiduelle, alors la proposition 1.2.1 assure que LN est normalement
distribué de moyenne u = Xf et de matrice de covariance V = ZleZ{ —|—ZZGZZ§, et puisque
Zi =27y =1y alors V= (d*>+c?)ly.

lllustration de la régression linéaire mixte avec la méthode ML

Etape 1: Modéle complet

> form = formula( LogNeg ~ FoodTreatment + SexParent + ArrivalTime +
FoodTreatment*SexParent + ArrivalTime*SexParent )
> res.ml = Ime( form, random= ~ 1 | Nest, method='"ML"', data=Owls )
> summary( res.ml )

Fixed effects: list(form)

Value 5td.Error DF  t-value p-value

(Intercept) 1.1234836 ©.19533893 567 5.751693
FoodTreatmentSatiated -B.18153686 B.83864658 567 -5.923355
SexParentMale B.1871656 B.25477617 567 8.428627
ArrivalTime -0.8290289 @.08782461 567 -3.708922
FoodTreatmentSatiated:SexParentMale ©.8139114 8.83973789 567 ©.358886
SexParentMale:ArrivalTime -B.8837772 0.81828614 567 -6.378094

On va comparer le modele complet avec d’abord le sous-modele a) sans la variable Foodtreat-
ment:Sex, puis avec le sous-modele b) sans la variable ArrivalTime:Sexe.

> res.mla = update( res.ml, .~. - FoodTreatment:SexParent )
> res.mlb = update( res.ml, .~. - SexParent:ArrivalTime )

> anova( res.ml,res.mla )

> anova( res.ml,res.mlb )

8.
.Beee
.B7432
L8882
L7264
. 7115

Lo I B v T v B v

geea
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Model df AIC BIC loglik Test L.Ratio p-wvalue
res.ml 1 & -8.7484292 34.41366 8.374215
res.mla 2 7 -2.6246932 28.14214 8.312347 1 vs 2 8.123736 8.7235
Model df AIC BIC loglik Test L.Ratio p-value
res.ml 1 & -8.7484292 34.41366 8.374215
res.mlb 2 7 -2.6183385 28.15658 8.385165 1 vs 2 8.1380986 @.7182

Ce test nous fournis la p-value correspondant au test sur les moyennes, puisque la p-value est
nettement supérieure au risque @ = 0.05 alors le rejet de I’hypothese (HO) est évident. En sommes
la moyenne de la distibution du modele complet est différente de celle des sous-modeles.

On s’intéresse a la valeur du critere de sélection d’AIC des deux sous-modeles, on choisit de
sélectionner le modele qui a la plus faible valeur au sens d’ AIC, soit donc le sous-modele a).

4.2.2 Etape 2: Modéle ajusté a 4 variables explicatives

> form = formula( LogNeg~FoodTreatment + SexParent + ArrivalTime +
ArrivalTime*SexParent )

> res.ml = Ime( form, random= ~ 1| Nest, method="ML"', data=Owls )

> summary( res.ml )

Fixed effects: list(form)
Value 5td.Error DF t-value p-value

(Intercept) 1.1181384 8.19459628 568 5.745942 0.0008
FoodTreatmentSatiated -8.1734828 B.02083822 568 -8.65356% 0.0008
SexParentMale 8.1171775 8.25297131 568 ©.463285 0©.6434
ArrivalTime -8.8289695 8.88781773 568 -3.785613 ©.8882

SexParentMale:ArrivalTime -8.8839854 8.81819215 568 -8.383176 8.7817

> res.mla = update( res.ml, .~. - SexParent )

> res.mlb = update( res.ml, .~. - SexParent:ArrivalTime )
> anova( res.ml,res.mla )

> anova( res.ml,res.mlb )
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Model df AIC BIC loglik Test L.Ratio p-value
res.ml 1 7 -2.624093 23.14214 3.312347
res.mla 2 b -4.488607 21.96296 8.284383 1 vs 2 ©.2160804 B.642
Model df AIC BIC loglik Test L.Ratio p-value
res.ml 1 7 -2.624093 23.14214 3.312347

res.mlb 2 6 -4.476928 21.39465 3.233468 1 vs 2 B.1477732 8.7887

En utilisant le méme raisonnement que celui fait a I’étape 1, on choisit de sélectionner le
sous-modele b).

4.2.3 Etape 3: Modéle ajusté a 3 variables explicatives

> form = formula( LogNeg ~ FoodTreatment + ArrivalTime + SexParent )
> res.ml = Ime( form, random= ~ 1 | Nest, method='"ML", data=Owls )
> summary( res.ml )

Fixed effects: list(form)
Value 5td.Error DF  t-value p-value

{Intercept) 1.1737693 8.12916231 569 9.887553 0©.008
FoodTreatmentSatiated -8.1732631 B.82802247 569 -5.653433  8.880
ArrivalTime -B.8312285 B.88512391 569 -6.894661 ©.880
S5exParentMale 8.8206291 @.82129175 569 ©.968877 8.333

4.2.4 Etape 4 : Modéle selectionné

> form = formula( LogNeg ~ FoodTreatment + ArrivalTime )
> res.ml = Ime( form, random= ~ 1 | Nest, method='"ML"', data=Owls )
> summary( res.ml )

Fixed effects: list({form)

Value 5td.Error DF  t-wvalue p-value
{Intercept) 1.1813182 8.128%62%96 578 9.leBa74 g
FoodTreatmentSatiated -©.1747941 ©.81997134 578 -8.752245 8
ArrivalTime -8.8389974 B©.88511511 576 -6.859964 8
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4.2.5 Etude de la qualité de prédiction

Résidus
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Figure 4- Les résidus en fonction des valeurs prédites par nids
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